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Вступ

  Під час навчання у школі на уроках математики і в збірниках завдань для вступників у вищі навчальні заклади зустрічаються завдання пов’язані з квадратним тричленом. Серед них часто є такі, де основне, що вимагається – це уважність до формулювання. 

  Найбільш поширеним є завдання, яке можна сформулювати у загальному вигляді так: знайти значення параметра а, при яких рівняння 
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 має один (два, або жодного) корінь, де 
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 – многочлени другого степеня відносно змінної  х. 
  Оскільки, в умові завдання не сказано, що рівняння є квадратним, тому потрібно розглянути два випадки:

· коли коефіцієнт (множник) біля х2 дорівнює 0 (у цьому випадку дане рівняння відносно х зводиться до лінійного рівняння);

· коли коефіцієнт (множник) біля х2 не дорівнює 0 (у цьому випадку дане рівняння відносно х зводиться до квадратного рівняння).

  У даній роботі  розглядаються випадки розв’язування лінійних рівнянь з параметрами, квадратні рівняння з параметрами; проводиться дослідження на визначення існування коренів, кількості коренів, знаків коренів рівняння в залежності від значень параметра. Під час розв’язування завдань  використовується азбука квадратного тричлена:   розклад квадратного тричлена  ax2+bx+c  на множники за теоремою Вієта: ax2+bx+c= a(x - x1 )(x – x2 ), де x1 і  x2 – корені відповідного квадратного рівняння ax2+bx+c= 0.

  Основне завдання, яке слід поставити перед собою це: 

· навчитися “бачити” квадратний тричлен у тих випадках, коли він не заданий в стандартному вигляді;

· вміти виділити змінну, параметр, алгебраїчний вираз, відносно якого даний вираз являє собою квадратний тричлен;

· робити заміну змінної, яка перетворює даний вираз в квадратний тричлен.

  Основні принципи і методи розв’язування рівнянь, які розглянуто в посібнику, мають досить загальний характер. Ними можна користуватися і при розв’язуванні показникових, логарифмічних, ірраціональних, тригонометричних чи інших рівнянь, які зводяться до розв’язування такого виду завдань.  У всіх прикладах, що я розглянула, обмежилася знаходженням дійсних коренів.
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[image: image3.wmf]Рівняння з параметрами

  Рівняння з параметрами — це рівняння, до запису якого, крім змінної та числових коефіцієнтів входять також буквені коефіцієнти — параметри.

Будь-яке рівняння з параметром можна розв’язувати як звичайне рівняння до тих пір, поки всі перетворення та міркування необхідні для розв’язування, можна виконати однозначно. Якщо певне перетворення не можна виконати однозначно, то розв’язування необхідно розбити на кілька випадків, щоб у кожному із них відповідь через параметри записувалась однозначно.
В основу розв’язання задач із параметрами покладено принцип: значення параметра (або параметрів) вважається довільно фіксованим і розв’язок задачі знаходиться традиційним методами.

 Проте наявність параметрів у задачі передбачає обов’язкове дослідження існування розв’язку залежно від конкретних числових значень параметрів із  області їх допустимих значень, а також знаходження всіх таких розв’язків. Отже, задачі з параметрами розглядаються як ціла множина рівнянь, нерівностей або їч систем, які отримують, коли параметр набуває конкретних значень. Форма запису відповіді у задачах з параметрами має спеціальний вигляд: значення невідомих вказуються для кожного допустимого значення параметрів.

 Для розв’язання задач з параметрами необхідні ґрунтові знання властивостей елементарних функцій, рівносильних перетворень рівнянь та нерівностей.
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Лінійні рівняння з параметрами

Рівняння виду  ax = b, де  a і b — деякі числа, а   x — змінна, називаються лінійними.

  Загальний вигляд лінійного рівняння з параметром,  Ах = В, де  А  і  В —  многочлени, що містять параметр.

Таблиця 1
	№
	Кількість коренів
	    Загальний розв’язок

	 1
	Немає коренів

( х 
[image: image4.wmf]Î

 Ø)
	Aх = B, тоді достатньо, щоб виконувалась умова

 А = 0,
 В ≠ 0;    (1)

 Завдання зводиться до розв’язування системи рівнянь (1).

	  2

	Один корінь
( х = 
[image: image5.wmf]A

B

)
	 Ах = В, тоді достатньо, щоб виконувалась умова  А ≠ 0                                           (2)
Завдання  зводиться до рівняння (2).

	  3
	Безліч коренів

( х 
[image: image6.wmf]Î

 R)

	 Ах = В, тоді достатньо, щоб виконувалась умова 

 А = 0,
 В = 0;    (3)
 Завдання зводиться до розв’язування системи рівнянь (3)
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Розв’язування лінійних рівнянь 
з параметрами
Для кожного значення 
[image: image7.wmf]a

 розв’язати рівняння:

№ 1. 
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  Дане рівняння є лінійним відносно змінної 
[image: image9.wmf]x

.

  Дослідимо кількість розв’язків, які матиме дане рівняння залежно від значень параметра 
[image: image10.wmf]a

.

1) Розглянемо випадок коли рівняння не матиме розв’язку. Для цього розв’яжемо систему
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2) Знайдемо при якому значенні 
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, дане рівняння буде мати один розв’язок:
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3) Для того, щоб знайти при якому значенні параметра 
[image: image21.wmf]a

, дане рівняння матиме безліч розв’язків, потрібно розв’язати систему рівнянь:
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Відповідь:   1) якщо 
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, то рівняння не матиме коренів;
     2) якщо 
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 дане рівняння буде мати один розв’язок     
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      3) якщо 
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, рівняння матиме безліч розв’язків.
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Дане рівняння є лінійним відносно змінної 
[image: image34.wmf]x

. Розглянемо корені, які отримаємо у даному рівнянні в залежності від параметра 
[image: image35.wmf]a

.

 1) Розглянемо випадок, коли рівняння не матиме розв’язків. Для цього розв’яжемо систему:
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]ï
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     звідси одержимо, що 
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  2) Дізнаємось при якому значенні 
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 , дане рівняння буде мати один розв’язок:     
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  3) Щоб дізнатися при якому значенні параметра 
[image: image47.wmf]a

 дане рівняння має безліч розв’язків, розв’яжемо систему:
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      звідси одержимо, що 
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Відповідь:  1) якщо 
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  2) якщо    
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, рівняння має один розв’язок ―
[image: image55.wmf].

3

2

3

2

2

-

+

+

=

a

a

a

a

x


  3) якщо 
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, то рівняння матиме безліч розв’язків.
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]
Дане рівняння є лінійним відносно змінної 
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Дослідимо кількість розв’язків даного рівняння в залежності від параметра 
[image: image60.wmf]a

.

  1) Якщо 
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   2) Розглянемо випадок коли рівняння матиме один розв’язок:
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3) Якщо 
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, потрібно розв’язати систему:    
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Відповідь:  1) якщо 
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    2) якщо     
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 рівняння матиме один розв’язків;
    3) якщо 
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, то рівняння матиме безліч розв’язків.
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Дане рівняння є лінійним відносно змінної 
[image: image80.wmf]x

.Розглянемо дане рівняння і яких коренів воно набуває в залежності від параметра 
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.

  1) Якщо рівняння не має розв’язків,  тоді розв’яжемо систему:
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  2) Коли дане рівняння має один розв’язок:
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  3)  Розглянемо випадок, коли 
[image: image91.wmf]:
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Відповідь:   1) якщо 
[image: image95.wmf]2
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 , рівняння не має розв’язків;

 2) якщо   
[image: image96.wmf]2
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  і  
[image: image97.wmf]1
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, то рівняння матиме один корінь ― 
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 3) якщо 
[image: image99.wmf]1
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, рівняння має безліч розв’язків.
 №  5.           
[image: image100.wmf](
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 Дане рівняння є лінійним відносно змінної 
[image: image101.wmf]x

.   Дослідимо дане рівняння:
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1) Розглянемо випадок коли рівняння не матиме розв’язків:

   
[image: image102.wmf](
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[image: image103.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image104.wmf](
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   звідки зрозуміло, що 
[image: image106.wmf].
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 2) якщо рівняння матиме один розв’язок:
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)

(

)

;

4

3

16

2

-

-

-

=

a

a

a

x

         
[image: image108.wmf](
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 3) Якщо рівняння матиме безліч розв’язків:
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          звідси  
[image: image113.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image114.wmf].
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Відповідь:  1) якщо 
[image: image115.wmf]3
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 , то рівняння не матиме розв’язків;
             2) якщо   
[image: image116.wmf]3
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 і 
[image: image117.wmf]4
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, то рівняння має один розв’язок ―   
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             3) якщо 
[image: image119.wmf]4
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, рівняння має безліч розв’язків.

№ 6.        
[image: image120.wmf](
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Зведемо дане рівняння до лінійного відносно змінної 
[image: image121.wmf]x

.
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 Дослідимо корені даного рівняння для кожного значення параметра 
[image: image123.wmf]a

:

1) Якщо рівняння не має розв’язків:
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  звідси одержуємо, що 
[image: image127.wmf].
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 2) Розглянемо випадок коли рівняння матиме один корінь: 
[image: image128.wmf];
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  3) Якщо рівняння має безліч розв’язків:
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      отже 
[image: image134.wmf].
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Відповідь: 1) якщо 
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, то рівняння не має коренів;
   2) якщо  
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, то розв’язком рівняння буде ― 
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                  3) якщо  
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№  7.  
[image: image141.wmf](
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 Помножимо дане рівняння на 
[image: image143.wmf]x
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 і зведемо його до лінійного:
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)

.

23

10

2

14

,

23

10

2

14

,

2

10

14

23

-

=

+

-

=

+

-

=

+

a

x

a

a

ax

x

ax

a

x


 1) Розглянемо випадок коли 
[image: image145.wmf]Î
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 2) Якщо рівняння має один розв’язок:

  
[image: image149.wmf];
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3) Визначимо значення параметра 
[image: image151.wmf]a

, якщо дане рівняння має безліч розв’язків:
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Відповідь:  1) якщо 
[image: image154.wmf]7

-

=

a

, то 
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12
    2) якщо 
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 №  8. 
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Помножимо дане рівняння на 
[image: image160.wmf]x
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і зведемо його до лінійного:
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1) Якщо рівняння не має коренів, матимемо систему:
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            отже 
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 2) Якщо рівняння має один розв’язок:  
[image: image165.wmf];
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[image: image166.wmf].
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  3) Якщо рівняння має безліч коренів:           
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Відповідь:  1) якщо 
[image: image169.wmf]4
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 , рівняння не має коренів;

     2) якщо 
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№ 9.           
[image: image172.wmf];
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 Помножимо дане рівняння на 
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 Дане рівняння є лінійним відносно змінної 
[image: image175.wmf]x

.

1) Розглянемо випадок коли рівняння не має коренів:
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           звідси 
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 2) Якщо рівняння має один корінь:    
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 3) Якщо рівняння має безліч коренів, матимемо систему:
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Відповідь:  1) якщо 
[image: image181.wmf]5
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 , то рівняння не має коренів;
     2) якщо 
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№ 10.             
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О.Д.З.:     
[image: image185.wmf].
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[image: image186.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image187.wmf]
Помножимо дане рівняння на 
[image: image188.wmf]x
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дане рівняння є лінійним відносно змінної 
[image: image190.wmf]x

.

1) якщо рівняння не має коренів, то матимемо систему:
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 2) Якщо рівняння має один корінь:    
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 3) Якщо рівняння має безліч коренів, матимемо систему:
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Відповідь: 1) якщо 
[image: image198.wmf]5
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, то рівняння не має розв’язків;
    2) якщо 
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Квадратні рівняння з параметрами
Рівняння виду  
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[image: image202.wmf]0

¹

a

, де 
[image: image203.wmf]c
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 ― деякі числа, а 
[image: image204.wmf]x

― змінна називається квадратним.

Кількість коренів квадратного рівняння:

1) не має коренів, при 
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Загальний вигляд квадратного рівняння, що містить параметри, матиме вигляд: 
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[image: image215.wmf]a
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Таблиця 2.

	№
	Умова
	                         Загальний вигляд розв’язку рівняння

	 1
	 
[image: image216.wmf]0
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	зводиться до лінійного рівняння відносно 
[image: image217.wmf]x
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 розв’язки якого досліджуємо відповідно таблиці 1.

	 2.1
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	не має коренів, при виконанні умови:
 
[image: image220.wmf]0
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завдання зводиться до розв’язування нерівності.

	 2.2
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	має один корінь:
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 завдання зводиться до розв’язування цього рівняння.

	 2.3
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	рівняння має два корені:
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[image: image226.wmf]0
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 завдання зводиться до розв’язування цієї нерівності.
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Існування коренів квадратного рівняння

Як правило, в тому випадку, коли необхідно довести, що задане квадратне рівняння має розв’язки, починають з обчислення дискримінанта для того, щоб показати його невід’ємність. Проте, в деяких випадках можна використати і інші, більш прості способи доведення існування розв’язків квадратного рівняння. Ці способи базуються на очевидних графічних міркуваннях, розв’язування в таких випадках є менш громіздким ніж відповідь. Так, якщо 
[image: image227.wmf]0
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, то для доведення того, що рівняння ax2+bx+c= 0  має два розв’язки, достатньо вказати одну точку х0 , в якій 
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  Якщо 
[image: image229.wmf]0
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, тоді, відповідно, для точки х0 , повинна виконуватися умова  
[image: image230.wmf](
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  Найчастіше приймають такі значення х0 :

а) 
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  Зустрічаючи квадратне рівняння, розв’язок якого потребує громіздких розрахунків, спочатку слід спробувати з’ясувати чи не має дане рівняння одного “доброго” цілого кореня, в тому числі: 1, (у цьому випадку дійсна рівність 
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  Теорема 1.  Якщо
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Розглянемо ряд типових задач, пов’язаних із розв’язанням квадратних рівнянь з параметром.

Задача 1. Для того, щоб число 
[image: image249.wmf]0

 знаходилось між коренями рівняння 
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, необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова 
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· Нехай корені 
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 мають різні знаки, бо 
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. Що й потрібно було довести.

      Розглянемо задачу, що узагальнює одержаний результат.

Задача 2. За яких умов фіксоване число α знаходиться між коренями рівняння   
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· З умови (А) випливає, що
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 необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова 
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  Нехай обидва корені рівняння  
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  Звідси, якщо виконується система (В), то рівняння 
[image: image277.wmf]0
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 має два різних додатних корені.
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Так, наприклад, можна виконати завдання № 1: Довести, що при будь-якому значенні а рівняння 
[image: image278.wmf](
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 має розв’язок.

  Розв’язування.

 Можна, звичайно, спробувати знайти дискримінант і довести, що він додатній. Але не будемо спішити. Позначимо ліву частину даного рівняння як  f(x). Відразу зрозуміло, що 
[image: image279.wmf](
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 при любому значенні  а. Ствердження задачі буде доведено, якщо ми знайдемо х1, для якого 
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. (Вибір такого значення є зрозумілим, оскільки у цьому випадку зникають члени з 
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 при любому значенні а. Тепер легко можна зробити висновок, що наше рівняння завжди матиме розв’язок. Більше того, якщо 
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, дане рівняння матиме два корені; при цьому завжди є корінь, який задовольняє нерівність  
[image: image287.wmf]1
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Завдання № 2.  Розв’язати рівняння  
[image: image288.wmf]0
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Розв’язування.

Якщо розв’язувати це рівняння за формулою коренів квадратного рівняння, то це призведе до громіздких розрахунків.

  Якщо ж помітити, що 
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Відповідь: 
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Розташування коренів квадратного тричлена

  Багато рівнянь, нерівностей, систем з параметрами зводяться до  розв’язування задач про розташування коренів одного чи двох квадратних тричленів. Розглянемо основні методи розв’язування цих задач. 

  Є два випадки найбільш поширених задач, пов’язаних з розташуванням коренів квадратного тричлена.

  I тип задач – задачі, в яких вивчається розташування коренів відносно заданої точки А. Можливі три випадки, не враховуючи випадку відсутності коренів:

  1) два корені більші за А;
  2) один корінь менший, а другий більший за А;

  3) два корені менші за А.

  Задачі цього типу зводяться до проблеми, яка розглянута в розділі       “визначення знаків коренів квадратного рівняння”. Для цього потрібно за допомогою заміни 
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, звести даний квадратний тричлен до квадратного тричлена відносно t. Знаки коренів нового квадратного тричлена таким чином визначають розташування коренів квадратного тричлена відносно А. ( Можна заміну 
[image: image295.wmf]A
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  При якому значенні параметра а рівняння 
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 мають спільний корінь?

* 1-й спосіб. Нехай перше рівняння має корені 
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. Згідно з теоремою Вієта, маємо дві системи                                                                             

     
[image: image300.wmf]1

1

0

-

=

+

x

x

,                (В.1)
     
[image: image301.wmf]a

x

x

=

1

0

 ;                    (В.2)
    
[image: image302.wmf]a

x

x

-

=

+

2

0

 ,               (В.3)
      
[image: image303.wmf]1

2

0

=

x

x

;                     (В.4)
Очевидно, що жодне з чисел  
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  не дорівнює нулю. Розділивши рівняння (В.2) на рівняння (1.4), маємо 
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При  
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дані рівняння не мають коренів, отже,  
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* 2-ий спосіб. Нехай 
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 – спільний корінь даних рівнянь. Тоді  
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Перевірка.
При 
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 перше задане рівняння має корені 1 і -2, а друге - один 

корінь (або два однакових корені) -1 . Відповідь : при 
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У деяких випадках можна розв’язати квадратне рівняння усно.

Приклади. 
. Знайти всі значення параметра
[image: image326.wmf]g

, при яких число 
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 знаходиться між коренями рівняння 
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  * Згідно з умовою ( Б ) маємо 
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  2. Знайти вісі значення параметра 
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, при яких один із коренів рівняння 
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*Згідно з умовою ( Б ), маємо 
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Відповідь: 
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  3. Знайти всі значення
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  * Якщо рівняння має один корінь, то 
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У разі 
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  Якщо рівняння має два корені, то 
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Відповідь: 
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4. Знайти всі значення параметра  
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, при яких корені рівняння 
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 додатні і різні.

  * Згідно із системою (В) маємо 

             
[image: image368.wmf](

)

(

)

0

3

1

4

4

2

>

+

+

-

a

a

a

,                         
[image: image369.wmf]0

3

4

<

+

a

,

             
[image: image370.wmf](

)

0

1

2

<

+

a

a

,                                        
[image: image371.wmf]0

1

<

<

-

a

,

            
[image: image372.wmf](

)

(

)

0

3

1

>

+

+

a

a

                                  
[image: image373.wmf]3

-

<

a

  або 
[image: image374.wmf]1

-

>

a

, звідки 
[image: image375.wmf]4

3

1

-

<

<

-

a

.
 Відповідь: 
[image: image376.wmf])

4

3

;

1

(

-

Î

a

.*

  5.  Знайти всі
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  6. Знайти всі значення параметра 
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  7. При яких значеннях параметра 
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  Нехай корені рівняння  
[image: image425.wmf]0

2

=

+

+

c

bx

ax

  різні і від’ємні, тобто  
[image: image426.wmf]0

2

1

<

<

x

x

. Тоді, враховуючи теорему Вієта, маємо систему 

                                      
[image: image427.wmf]0

>

D

 ,                                                             

                                      
[image: image428.wmf]0

2

1

<

-

=

+

a

b

x

x

,                           (Д)
                                     
[image: image429.wmf]0

2

1

>

=

a

c

x

x

 ,
                                              
[image: image430.wmf]0

>

D

  ,

                                               
[image: image431.wmf]0

>

ab

, 

                                               
[image: image432.wmf]0

>

ac

 . 

  Зрозуміло, що при виконанні умов системи (Д), рівняння  
[image: image433.wmf]0

2

=

+

+

c

bx

ax

 має два різних від’ємних корені.

  Приклад.

  8. При яких значеннях 
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  З’ясуємо, за яких умов обидва корені рівняння  
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  Тепер згідно із системою (1.10) маємо:
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  Приклад

  9.  При яких значеннях параметра а обидва корені рівняння  
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  З’ясуємо, за яких умов обидва корені рівняння  
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Приклади
  10. При яких значеннях параметра а корені рівняння  
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11. Знайти всі значення параметра а, при яких корені рівняння 
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З’ясуємо питання, за яких умов лише менший корінь рівняння 
[image: image522.wmf]0

2

=

+

+

c

bx

ax

 належить проміжку 
[image: image523.wmf](

)

b

a

;

, тобто  
[image: image524.wmf]2

1

x

x

<

<

<

b

a

. У цьому разі повинні одночасно виконуватися умови (Б) і (Г):
                                      
[image: image525.wmf](

)

0

2

<

+

+

c

b

a

a

b

b

,

                                        
[image: image526.wmf]0

4

2

>

-

ac

b

,

                                        
[image: image527.wmf](

)

0

2

<

+

b

a

a

a

,                    (Ж)                                             

                                        
[image: image528.wmf](

)

0

2

>

+

+

c

b

a

a

a

a

.


 З чотирьох нерівностей одержаної системи дві ( а саме ― 
[image: image529.wmf]0

4

2

>

-

ac

b

 та  
[image: image530.wmf](

)

0

2

<

+

b

a

a

a

) випливають із двох інших, тобто досить взяти систему 

                                     
[image: image531.wmf](

)

0

2

<

+

+

c

b

a

a

b

b

,

                                       
[image: image532.wmf](

)

0

2

>

+

+

c

b

a

a

a

a

.    

   Дійсно, якщо  
[image: image533.wmf](

)

0

2

<

+

+

c

b

a

a

b

b

, то  
[image: image534.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

2

b

a

b

 < 
[image: image535.wmf]4

4

2

ac

b

-

, отже 
[image: image536.wmf]0

4

2

>

-

ac

b

.  Далі, із системи (1.13) випливає, що 
[image: image537.wmf](

)

(

)

(

)

0

2

2

<

-

-

-

a

b

a

b

a

a

, або 
[image: image538.wmf](

)

0

2

<

+

+

ab

a

a

b

 ( бо
[image: image539.wmf]0

<

-

a

b

). Оскільки  
[image: image540.wmf]a

+

<

b

a

2

 , то  
[image: image541.wmf](

)

(

)

0

2

2

2

2

<

+

+

<

+

×

=

+

ab

a

ab

a

a

b

a

a

a

b

a

 і 
[image: image542.wmf](

)

0

2

<

+

b

a

a

a

.

  Приклад.

12. При яких значеннях параметра 
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  14. При яких значеннях параметра 
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  У таблиці  2.1 показано умови, яким задовольняють параметри 
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  Таблиця 2.1
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Розглядуваному випадку відповідають два положення графіка функції 
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  15.  Знайти всі значення параметра 
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  З’ясуємо питання про взаємне розташування коренів двох квадратних рівнянь.
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  16. При яких значеннях параметра 
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  * У даному випадку 
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  Нехай є два зведених квадратних рівняння 
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  Згідно з теоремою Вієта 
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  17. При яких значеннях параметра 
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  * Запишемо перше рівняння у вигляді 
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  18. Знайти всі значення параметра 
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 З позиції 7 табл. 2.0 одержуємо систему :                                                

    
[image: image684.wmf],

0

8

9

³

-

a

          
[image: image685.wmf],

8

1

1

£

a

            
[image: image686.wmf],

8

1

1

£

a

                                          
[image: image687.wmf],

8

1

1

£

a


   
[image: image688.wmf],

0

5

6

1

2

1

<

+

+

a

x

x

         
[image: image689.wmf],

5

6

1

2

1

x

x

a

-

-

<

            
[image: image690.wmf](

)

,

5

3

3

1

1

2

1

x

x

x

a

-

+

-

<

               
[image: image691.wmf],

5

3

2

1

x

a

a

-

<


   
[image: image692.wmf],

0

5

6

2

2

2

<

+

+

a

x

x

       
[image: image693.wmf],

5

6

2

2

2

x

x

a

-

-

<

 
[image: image694.wmf]        
[image: image695.wmf](

)

,

5

3

3

2

2

2

2

x

x

x

a

-

+

-

<

               
[image: image696.wmf].

5

3

2

2

x

a

a

-

<


    Оскільки 
[image: image697.wmf]2

1

x

x

<

 , то 
[image: image698.wmf],

5

3

2

5

3

2

2

1

x

a

x

a

-

>

-

 отже, маємо систему :
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